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CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD




MOTIVACION: PRECIO DEL COBRE

m Recordemos el modelo del precio del cobre que vimos antes.

P(C T) _ e—CZ-i-CT—TZ

m Esta funcion es claramente continua en IR2.

m A priori, Cy T pueden no estar acotados (por arriba).




MOTIVACION: PRECIO DEL COBRE

m Entonces, el teorema de Weierstrass no nos ayuda.

» No nos asegura la existencia de un optimo.

m Pero la grafica de la funcion era bastante interesante:




MOTIVACION: PRECIO DEL COBRE

m La grafica tiene una forma particular.

m Decimos que la funcion es concava.

» Similar a como era para funciones univariadas.

m Si la funcion es concava y tiene un maximo local.

> Entonces ese maximo debe ser global.
» Porque se forma este "monticulo”, no vuelve a subir.




CONCAVIDAD, CONVEXIDAD Y OPTIMIZACION

m Las funciones concavas y convexas son muy (tiles en optimizacion.

> No solamente permiten asegurar que optimos locales seran globales.
» Sino que ademas tienen propiedades Gtiles para efectos computacionales.

m Aligual que en el caso univariado “la segunda derivada” es importante.
»> Y tendra una interpretacion geometrica interesante.

m Pero antes, una definicion.



CONJUNTO CONVEXO

Definicion (Conjunto convexo)

Sea D C R". Decimos que D es convexo si para todo xg,x; € D y todo A € [0,1], el punto
Axo + (1 — A)x; pertenece a D.

m Un punto de la forma Axg + (1 — A)x; se conoce como combinacion convexa.

m Geométricamente un conjunto es convexo si:

»> Los segmentos que unen dos puntos se mantienen dentro.
» No esta “abollado”, es decir, “hundido” hacia adentro.



CONJUNTO CONVEXO
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CONJUNTO CONVEXO

Ejemplo (Conjunto convexo)

El conjunto S = {(x,y) € R?|x? + y? < 4} es convexo. Por dibujo es claro (es una circunfe-
rencia), pero algebraicamente también se puede ver. Sea (xq,v0) ¥ (x1,y1) dos puntos de Sy
sea A € [0,1]. Queremos ver si el punto (Axg+ (1 —A)x1,Ayo + (1 — A)y;) pertenece a S. Para
eso calculamos

(Axg + (1 — A)x1)? + (Ayo + (1 — A)y1)? = A%x3 + 2A(1 — A)xoxy + (1 — A)%x2
+ A2y5 4+ 2A(1 = Myoys + (1 — 1)
= A%(x5 + y3) + 2A(1 — A)(x0x1 + yoy1)
+ (1= A2 (e +y})

Los términos xl? + y% son menores que 4 (por la definicion de S). Para el término xpx; + yoy1
deben hacer un salto de fe...




CONJUNTO CONVEXO

Ejemplo (Conjunto convexo)

Para cada coordenada, el valor mas grande que puede tomar es casi 2. Sin embargo, si la
coordenada x es cercana a 2, la y debe estar cerca a 0, y viceversa.

y
R S
. (V2,v2)

N

Eso significa que para aumentar al maximo el término xox; + yoy1, tenemos que hacerlos
parecidos, lo que obliga a que valgan a lo mas /2 cada uno. Asi, xox; + yoy1 < V2 V2 =4
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CONJUNTO CONVEXO

Ejemplo (Conjunto convexo)

Juntando todo, tenemos que

(Axo + (1= A)x1)? + (Ayo + (1 = A)y1)? = A% (x§ + y5) +2A(1 = A) (xox1 + yoy1)
+ (1= 1) (y5+vi)
<4A?4+4-(2A(1—A)) +4(1—1)?

- 4</\2 F2A(1—A)+ (1 )\)2)

= 4<(A+ (1- /\))2)

=4
Es decir, por definicion el punto (Axg + (1 — A)x1,Ayo + (1 — A)y;1) pertenece al conjunto S.
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CONJUNTO CONVEXO

Ejercicio (Conjunto convexo)

Determine algebraicamente si el conjunto {(x,y) € R*|x >0,y > 0,xy > 1} es convexo. Ayi-
dese con un dibujo si lo necesita. (Bonus: ;Es compacto?)




FUNCIONES CONCAVAS Y CONVEXAS

Definicion (Funciones concavas y convexas)

Sea f: D — R una funcion, con D C R" convexo. Decimos que

m f es concava si
fAxo+ (1= A)x1) 2 Af(x0) + (1= A)f(x)

para todo xg,x; € D con xo # x; y para todo A € (0,1). Si la desigualdad es estricta,
decimos que f es estrictamente concava.

B f es convexa si
fAxo+ (1= A)x1) < Af(x0) + (1= A)f(x1)

para todo xg,x; € D con xo # x; y para todo A € (0,1). Si la desigualdad es estricta,
decimos que f es estrictamente convexa.

Notar que f es concava siy solo si —f es convexa, y viceversa.




FUNCIONES CONCAVAS Y CONVEXAS

m También podemos ver concavidad geométricamente.
» Segmentos que unen partes de la funcion quedan debajo de ella.

m Y viceversa con convexidad.

m Esto tendra directa relacion con el concepto de recta/plano tangente.



FUNCIONES CONCAVAS Y CONVEXAS

fAxo+ (1 —A)xq) f(x)

Af(x0) + (1= A)f(x1)

f(Axo+ (1 —A)xq)

|
| |

| |

|

‘ )
X0 X1

Axg+ (1—A)xq Axp+ (1 —A)xg

(a) Funcion concava (b) Funcion convexa




FUNCIONES CONCAVAS Y CONVEXAS

Ejemplo (Funciones concavas y convexas)

La funcion Y(K,L) = K%3L%” que vimos en el capitulo 1 es concava.

Grafico de Y = K03107




FUNCIONES CONCAVAS Y CONVEXAS

Ejemplo (Funciones concavas y convexas)

Pero no es estrictamente concava porque, como Y es homogénea de grado 1, todos los puntos
de la forma (¢K,tL) con ¢ > 0 cumplen:

Y (tK,tL) = (tK)%3(tL)%” = tY(K,L),

es decir, Y tiene un comportamiento lineal a lo largo de rayos desde el origen y por lo tanto
la desigualdad en la definicion no sera estricta.




FUNCIONES CONCAVAS Y CONVEXAS

Ejercicio (Funciones concavas y convexas)

Muestre que las funciones lineales, f(x) =)/ ; ¢;x;, donde (cy,...,c4) € R", son concavas y
convexas. Muestre, pero solo para el caso univariado, que son las Gnicas que cumplen esta
propiedad. (Ayuda: juse un dibujo!)




FUNCIONES CONCAVAS Y CONVEXAS

Ejercicio (Aplicacion a loterias)

Un agente tiene funcion de utilidad u(w), donde w es su ingreso. Inicialmente, su renta es
wo. A este agente le ofrecen jugar una loteria: si gana obtiene z y si pierde le quitan z. Cada
resultado tiene % de probabilidad de ocurrir. Si participa del juego, entonces su utilidad es

1 1
Eu(wg —z)+ Eu(wo +z)
Suponga que u es estrictamente creciente.
m Siu es concava, gparticipa el agente de la loteria?

m Si u es convexa ;participa el agente de la loteria?



CONCAVIDAD, CONVEXIDAD Y EL GRADIENTE

m En el ejemplo de la funcion Cobb-Douglas, determinar la concavidad es dificil.
» Con el dibujo no, pero algebraicamente es muy dificil.

m Necesitamos mas herramientas para determinar esta caracteristica.

m La que veremos a continuacion también tiene interpretacion geométrica.




CONCAVIDAD, CONVEXIDAD Y EL GRADIENTE

Teorema (Concavidad, convexidad y gradiente)
Sea f: D — R una funcion multivariada, con D abierto y convexo. Entonces

m f esconcavasiy solosi

f(x) < f(x0) +Vf(xo)-(x=x0) Vxx€D, x#xg
y es estrictamente concava si la desigualdad se satisface de manera estricta.

m f es convexa siy solosi

f(x) > f(xo) + Vf(x0) - (x—x0) Vxx €D, x#xo

y es estrictamente convexa si la desigualdad se satisface de manera estricta.




CONCAVIDAD, CONVEXIDAD Y EL GRADIENTE

Ejemplo (Concavidad, convexidad y gradiente)

La funcion f(x,y) = x2 + y? es estrictamente convexa. Por dibujo es facil verlo pero con
el teorema anterior también. Sean (x,v),(xo,y0) dos puntos (distintos) cualquiera de RR?.
Tenemos que

Vf(x0,50) = (2x0,2y0),

luego
V£ (x0,90) - (x — X0,y — Yo) = 2x0x + 2yoy — 2x5 — 2y

Y asi
f(x0,90) + V£(x0,90) - (x — X0,y — yo) = 2x0x + 2yoy — X5 — Y5



CONCAVIDAD, CONVEXIDAD Y EL GRADIENTE

Ejemplo (Concavidad, convexidad y gradiente)

Queremos comparar

floy)  wvs f(xo,y0) + Vf(x0,90) - (x — X0,y — ¥o)
O bien
Hy: vs 2xpx 4+ 2y — X5 — Y3
Lo que nos da una idea de lo que debemos hacer
2x0x + 2yoy — x(z) = y% = 2x0X + 2oy — x% = y(z) o yz —x? - ;/2
= 2%+ — (x® = 2x0x +23) — (V¥ — 2yoy + 1)
= +y* = (x = x0)* = (y — yo)*
<% +y?




CONCAVIDAD, CONVEXIDAD Y EL GRADIENTE

Ejemplo (Concavidad, convexidad y gradiente)

Lo dltimo dice que

f(x,y) > f(x0,y0) + V f(x0,y0) - (x — X0,¥ — ¥o)

La desigualdad es estricta porque para que haya igualdad debe ocurrir que x = xp € y = yp.
Pero eso es imposible porque supusimos que los puntos eran distintos. Asi, f es estricta-
mente convexa.




CONCAVIDAD, CONVEXIDAD Y EL GRADIENTE

Ejercicio (Concavidad, convexidad y gradiente)

Determine si Y = K%3L9%7 es (estrictamente) concava o convexa. (Ayuda: Puede apoyarse en
esta pagina.)



https://en.wikipedia.org/wiki/Inequality_of_arithmetic_and_geometric_means#The_inequality

INTERPRETACION GEOMETRICA

m Pensemos que f es bivariada, concava y con derivadas parciales continuas.

m Entonces, dado un punto (xo,1o) se cumple

f(x,y) < f(xo0,50) + Vf(x0,50)(x — X0,y — Yo)

m El lado derecho es la ecuacion del plano tangente (si f es bivariada).
> Luego, si f es concava, el plano tangente esta sobre ella en todo punto.



INTERPRETACION GEOMETRICA

f(xo0,0) + V£(x0,y0) - (x = X0,y — Yo)




INTERPRETACION GEOMETRICA

m Para las funciones convexas pasa lo mismo.
m En esos casos, el plano tangente (si f es bivariada) esta por debajo.

m Para funciones univariadas también vale la misma interpretacion.




INTERPRETACION GEOMETRICA

y f(x0) + Vf(x0)(x — x0) y

f(x0) + Vf(x0) (x — xo)

X

|
|
|
1
X0

(a) Funcion concava (b) Funcion convexa




CONCAVIDAD, CONVEXIDAD Y OPTIMIZACION

m El teorema anterior nos permitira formalizar la intuicion del comienzo.

m Si tenemos un maximo local de una funcion concava, este debe ser global.

m La idea es que el plano tangente “no deja que la funcion vuelva a subir”.



CONCAVIDAD, CONVEXIDAD Y OPTIMIZACION

Corolario (Concavidad y maximos globales)

Sea f: D — R una funcion concava y con dominio D C IR” abierto y convexo. Supongamos
que xp € D es un maximo local de f. Entonces x( es un maximo global de f. Si ademas f es
estrictamente concava, entonces xg es el inico maximo global.

Demostracion

Si xo es un maximo local, entonces V f(xg) = 0 (por las condiciones de primer orden). Por lo
tanto, por el teorema anterior, para todo x € D,

f(x) < f(x0) + Vf(x0) - (x —x0) = f(x0),

0

lo que dice que xp es un maximo global. Si f es estrictamente concava, entonces la desigual-
dad es estricta y xg es el Gnico maximo global.
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CONCAVIDAD, CONVEXIDAD Y OPTIMIZACION

m El resultado también vale para funciones convexas, pero con el minimo global.

Corolario (Convexidad y minimos globales)

Sea f: D — R una funcion convexa y con dominio D C R" abierto y convexo. Supongamos
que xo € D es un minimo local de f. Entonces x, es un minimo global de f. Si ademas f es
estrictamente convexa, entonces xg es el inico minimo global.




CONCAVIDAD, CONVEXIDAD Y OPTIMIZACION

Ejemplo (Concavidad/convexidad y optimizacion)

Ya vimos que la funcion f(x,y) = x> +y? es estrictamente convexa. Si esta funcion tuviera un
minimo local en alglin punto, entonces ese punto seria minimo global. Mirando el gradiente

Vf(x,y) = (2x,2y)

vemos que un candidato a 6ptimo local es el punto (0,0), donde £(0,0) = 0. ;Es un maximo
local, minimo local o nada? En este caso particular vemos que es un minimo local, porque
cerca de (0,0) alguna coordenada no vale cero y, por lo tanto,

f(xy)>0=£(0,0)

Luego (0,0) es minimo local y por el teorema anterior es minimo global. Como ademas la
convexidad es estricta, este punto es el Unico minimo global de f.




CONCAVIDAD, CONVEXIDAD Y OPTIMIZACION

Ejercicio (Concavidad/convexidad y optimizacion)

Encuentre un candidato a dptimo para la funcion f(x,y) = 4x + 2y — x> — y> + xy. Asuma que
ese candidato es maximo local y determine si es maximo global (y si es nico).




CONCAVIDAD, CONVEXIDAD Y OPTIMIZACION

m Hay un resultado un poco mas fuerte.

m Para funciones concavas y convexas las CPO son necesarias y suficientes.

m Esto por la misma nocion anterior:

» Si tenemos un punto critico de f concava o convexa.
> Entonces el plano tangente en ese punto deja a f a un solo lado.
> Luego ese punto es minimo o maximo local (y por el corolario anterior, es global).



CONCAVIDAD, CONVEXIDAD Y OPTIMIZACION

Teorema (Convexidad, concavidad y CPO)

Sea f: D — R una funcion con dominio D C R" convexo. Sea xo € D un punto interior (no
esta en el borde de D). Tenemos que:

m Si f es concava, entonces x es un maximo global de f siy solo si xy es un punto
critico.

m Si f es convexa, entonces xp es un minimo global de f siy solo si xg s un punto critico.




FORMAS CUADRATICAS




FORMAS CUADRATICAS

m Hasta ahora sabemos relacionar concavidad/convexidad con optimizacion.
m Y tenemos la intuicion geomeétrica.

m Pero determinar concavidad/convexidad puede ser dificil.
» Es cosa de pensar en los ejemplos anteriores.




FORMAS CUADRATICAS

m Necesitamos un método mas simple para trabajar.

m Para eso nos basaremos en “la segunda derivada”.
» Que en este caso es la matriz Hessiana.

m ;CUIDADO! El método es conceptualmente simple.

» Pero involucra calcular mucho.



FORMAS CUADRATICAS

m Recordemos que en una variable existia el siguiente resultado.

Teorema (Funcion concava)

Sea f: D — R una funcion dos veces derivable con D C R abierto. Entonces f es concava si
y solo si f”(x) <0 para todo x y es estrictamente concava si la desigualdad es estricta.

m El resultado vale para convexas, dando vuelta la desigualdad.



FORMAS CUADRATICAS

m Este método funciona porque si f es univariada, entonces

x — xg)?

f(x) = f(xo0) + f'(x0)(x — x0) + f”(xo)(z

recta tangente

término que
mejora la aproximacion

m Si f”(x) <0, entonces f(x) esta por debajo de la recta tangente.
» Y dijimos que eso es precisamente concavidad.

B Y viceversa con la convexidad.




FORMAS CUADRATICAS

m La idea del método para funciones multivariadas es similar.
m La “segunda derivada” debe ser positiva/negativa.

m Pero en este caso la aproximacion se ve diferente:

f(x) = f(x0) + Vf(x0) (x — x0) 4 (x — x0) "H (x0) (x — xo)

“plano” tangente término que
mejora la aproximacion




FORMAS CUADRATICAS

m Nos gustaria que el término adicional sea negativo o positivo siempre.
» Para asegurar concavidad o convexidad, respectivamente.

m Esto da origen a la siguiente definicion.

m Y los resultados que veremos después intentaran decirnos cuando ocurre cual.



FORMAS CUADRATICAS

Definicion (Matriz (semi)definida positiva)

Sea A una matriz simétrica de n x n. Decimos que A es:
m definida positiva si x” Ax > 0 para todo x € R", x # 0.

m semidefinida positiva si x” Ax > 0 para todo x € R", x # 0.

m Matrices (semi)definidas negativas se definen de manera similar.
» Pero con las desigualdades al revés.

m Cuidado que no todas las matrices se clasifican como alguna de estas dos.
» A las que no son semidefinidas de ningln tipo, las llamamos indefinidas.



FORMAS CUADRATICAS

Ejemplo (Matriz (semi)definida positiva)

Ya vimos que f(x,y) = x> + y* es estrictamente convexa. Notar que la matriz Hessiana es

simétrica (teorema de Young)
H— fxx fxy _ 2 0
fyx fyy 0 2

Y asi, tomando un vector (x,y) € R? con x,y # 0, tenemos

(x,y)TH(x,y) = (x y) (é g) (;) = (x y) <Z> :2x2+2y2 >0

Y por lo tanto H es definida positiva.




FORMAS CUADRATICAS

Ejercicio (Matriz (semi)definida positiva)

Determine si Y(L,K) = L%3K%7 tiene matriz Hessiana (semi)definida positiva o negativa. (Ayu-
da: Recuerde que K,L > 0.)




FORMAS CUADRATICAS

Teorema (Concavidad, convexidad y matriz Hessiana)

Sea f: D — R una funcion dos veces diferenciable, con D C R” convexo y abierto. Entonces:
m f esconcava siy solo si H(x) es semidefinida negativa para todo x € D.
m f es convexa siy solo si H(x) es semidefinida positiva para todo x € D.

Ademas, f es estrictamente concava/convexa si H(x) es definida negativa/positiva para todo
x € D.

m La demostracion es solo formalizar el argumento anterior de la aproximacion.



FORMAS CUADRATICAS

m El teorema anterior es extremadamente atil.

m Pero a veces determinar si H es (semi)definida positiva o negativa no es facil.

m Queremos una “receta” para hacerlo mas facil.
» Existe, pero necesitamos unas definiciones adicionales.



FORMAS CUADRATICAS

Definicion (Menor principal dominante)

Sea A una matriz de n x n. Llamamos menor principal dominante de orden k de A (Dy) al
determinante de la matriz que queda cuando mantenemos las primeras k filas y columnas,
y eliminamos el resto, es decir

air a2 o Mg

a1 azp - Ok
Dy =

a1 Ak - Ok

Dicho de otra forma, lo que estamos haciendo es quitar las Gltimas n — k filas y columnas de
Ay calculando el determinante de la matriz que resulta.




FORMAS CUADRATICAS

Ejemplo (Menor principal dominante)

Si
A 2 3
3 5
Entonces
2 3
D:‘z, D, =
1 2 3 5
Luego

Dy =2, D;=2-5-3-3=1.




FORMAS CUADRATICAS

Teorema (Menores y matrices definidas positivas/negativas)

Sea A una matriz simétrica de n x n. Tenemos que
m A es definida positiva si y solo si D, > 0 para todo k.
m A es definida negativa siy solo si (—1)*D; > 0 para todo k.
Dicho de otra manera
m A es definida positiva si y solo si sus menores principales dominantes son positivos.

m A es definida negativa si y solo si sus menores principales dominantes alternan signo,
y el primero es negativo.




FORMAS CUADRATICAS

Ejemplo (Menores y matrices definidas positivas/negativas)

()

D;=2, Dy=2.-5-3.3=1.

En el ejemplo anterior,

Luego A es definida positiva.



FORMAS CUADRATICAS

Ejercicio (Menores y matrices definidas positivas/negativas)

Determine si las siguientes matrices son definidas positivas, definidas negativas o no se sabe.
(Ayuda: Si no recuerda como calcular determinates de 3x3 puede usar esta pagina)

2 -1 -1
mA=| -1 2 1

-1 1 2
m A= L4 .

4 1

-3 0 3
mA=| 0 -1 -2

-3 -2 -8



https://www.matesfacil.com/matrices/resueltos-matrices-determinantes.html

FORMAS CUADRATICAS

m Nos falta un resultado similar, pero para (semi)definicion.
m Aqui los menores principales dominantes no bastan.

m Necesitamos una definicion adicional.




FORMAS CUADRATICAS

Definicion (Menor principal)

Sea A una matriz de n x n. Llamamos menor principal de orden k de A (D;) al determinante
de la matriz que queda cuando mantenemos k filas y las mismas k columnas, eliminando el
resto.

Dicho de otra forma, lo que estamos haciendo es quitar n — k filas y las mismas n — k colum-
nas de A, para luego calcular el determinante de la matriz que resulta.

m Es facil darse cuenta que calcular TODOS los menores principales es engorroso.

» Pero técnicamente se puede hacer con calma.



FORMAS CUADRATICAS

Ejemplo (Menor principal)

Para la matriz de antes,

()

Los menores principales dominantes son a su vez menores principales. Pero ademas se agre-
ga el que resulta de quitar la primera fila y la primera columna:

D1:‘5‘=5



FORMAS CUADRATICAS

Teorema (Menores y matrices semidefinidas positivas/negativas)

Sea A una matriz simétrica de n x n. Tenemos que
m A es semidefinida positiva si y solo si todo menor principal es no negativo (> 0).

m A es semidefinida negativa siy solo si todo menor principal de orden par (k es par) es
no negativo (> 0) y todo menor principal de orden impar (k impar) es no positivo (< 0).

m Este teorema es en esencia igual al anterior, pero con dos diferencias.
» Las desigualdades no son estrictas.
» Los menores principales dominantes cambiaron por menores principales.



APLICACION: DESIGUALDAD DE JENSEN




DESIGUALDAD DE JENSEN (VERSION DISCRETA)

m Recordemos la definicion de funcion concava.

Definicion (Funcion concava)

Sea f: D — R una funcion, con D C R” convexo. Decimos que f es concava si

fAx+ (1 =A)y) ZAf(x) + (1= A)f(y)

para todo x,y € D con x # y y para todo A € (0,1)

m Esto también puede generalizarse a mas de dos puntos x e y.




DESIGUALDAD DE JENSEN (VERSION DISCRETA)

Teorema (Desigualdad de Jensen, version discreta)

Sea f: D — R una funcion, con D C R” convexo. Entonces f es concava siy solo si para todo
X1,.--,Xm € S, paratodo Ay,..., Ay, >0con Ay +---+ Ay, =1 se cumple que

FAxy 4+ - 4+ Amxim) > A1 f(x1) + - + Ay f (Xm)

m Observar que cuando m = 2, entonces rescatamos la definicion anterior.

m La gracia del teorema es que podemos incorporar mas de dos puntos.
» 0jo que con eso la interpretacion geométrica se vuelve mas compleja.




DESIGUALDAD DE JENSEN (VERSION DISCRETA)

Idea de la demostracion (Desigualdad de Jensen, version discreta)

Veamos primero el caso “solo si”, es decir, que f concava implica la desigualdad. Partamos
con m = 3. Tomemos x1,x,x3 € D cualquieray Aq,A,A3 >0 con Ay + Ay + A3 = 1. Suponga-
mos que A, + Az # 0 (si no fuera asi, solo nos quedamos con A; y el resultado seria “obvio”).
Observen que

M=1-(A2+A3)

y podemos escribir

T E——
fAxa + A +Aaxa) = f (Aixl + (A2 +As) (Az Ty Ml vy P

_ » Ao A3
_f</\1x1+(1 A1) (/\2+/\3X2+A2+/\3X3>>




DESIGUALDAD DE JENSEN (VERSION DISCRETA)

Idea de la demostracion (Desigualdad de Jensen, version discreta)

Como D es convexo, entonces )\ZAT%XZ + /\ZAT%’@ es parte de D. Luego, por la concavidad (y
reemplazando 1 — Ay = Ay + A3)

Ao A3
>
FAxg + Aoxp + Azxz) > A f(x1) + (A2 4+ A3) f (Az yw X2 + Y X3>

Y aplicando la definicion de concavidad en el segundo término y simplificando
faxa + Aox + Asxz) > A1 f(xa) + Aaf (x2) + A3 f(x3)

El resultado general se obtiene haciendo induccion matematica sobre la cantidad de térmi-
nos (no es importante para este curso eso). Finalmente, probar que la desigualdad implica
que f sea concava es solamente la definicion de concavidad (tomando m = 2).



DESIGUALDAD DE JENSEN (VERSION CONTINUA)

m Este resultado es interesante, pero no tan atil.

m Hay un resultado un poco mas util.
» Sobre todo para probabilidades.

m Para deducirlo vamos a avanzar desde el teorema anterior.




DESIGUALDAD DE JENSEN (VERSION CONTINUA)

m Pensemos que f es concava y univariada, con dominio D = [a,b]. Entonces
f(/\lxl S ooc +)\mxm) zAlf(xl) qF eeo +)\mf(xm)

m Algo curioso pasa si:

» m empieza a crecer mucho (sin repetir puntos).

> Los A; se acercan a -2,

B Tenemos que,

b b
Alxl ahlL "‘Amxm ~ / de/ Alf(xl) +oeee )\mf(xm) %/ f(X) dx




DESIGUALDAD DE JENSEN (VERSION CONTINUA)

m Es decir, que si f es concava, entonces

f</ xdx) /f

m En palabras burdas:

Si f es concava, podemos “pasar” la funcion dentro de la integral,
pagando el precio de obtener un resultado menor.

m Se puede obtener un resultado un poco mas general que este.
» Pero que mantiene la misma esencia.



DESIGUALDAD DE JENSEN (VERSION CONTINUA)

Teorema (Desigualdad de Jensen, version continua)

Sea f: D — R una funcién concava, con D C R convexo. Sean x(t), A(t) dos funciones con-
tinuas, con dominio [4,b]. Supongamos que A(t) > 0y que fub)x(t) dt = 1. Entonces

£ bA(t)x(t)dt) > [ AOf(x(t)a

m A diferencia de la discusion anterior, A y x dependen de otra variable.

m Estos resultados también valen para funciones convexas.

» Invirtiendo las desigualdades.



DESIGUALDAD DE JENSEN (VERSION CONTINUA)

m La aplicacion usual es cuando A(t) es una cierta funcion de densidad.

m Luego xy f(x) pueden verse como variables aleatorias y

f(Elx]) > E[f(x)]

m Si ninguna de estas palabras les suenan no desesperen.
> Apareceran en algin momento de su vida.




DESIGUALDAD DE JENSEN (VERSION CONTINUA)

Ejercicio Revisar el Ejemplo 3 en el capitulo 17.7 del libro SHC.




FUNCIONES CUASICONCAVAS Y CUASICONVEXAS




FUNCIONES CUASICONCAVAS Y CUASICONVEXAS

m Muchas veces nos topamos con funciones ni concavas ni convexas.

m Pero que tienen propiedades similares.

» Relacion con 6ptimos locales o globales.

m Y en muchas aplicaciones eso nos va a bastar.



FUNCIONES CUASICONCAVAS Y CUASICONVEXAS

Ejemplo (Funcion no convexa)

Consideremos la siguiente funcion

Esta funcion no es convexa (y no es concava). Pero tiene una propiedad interesante.




FUNCIONES CUASICONCAVAS Y CUASICONVEXAS

Ejemplo (Funcion no convexa)

Si consideramos dos puntos cualquiera del dominio, todos los valores de la funcion dentro

de ese “pedazo” son menores (o iguales) que

el valor maximo en los extremos

Y

Si esta funcion se restringe a un conjunto convexo y compacto (como el del dibujo), jentonces
su maximo (global) esta en los extremos!




FUNCIONES CUASICONCAVAS Y CUASICONVEXAS

m Funciones como la del ejemplo se conocen como “cuasiconvexas”.
» Como dijimos, son (tiles en algunas aplicaciones.

m Su definicion intenta “generalizar” el concepto de convexidad.

m Lo que nos va a traer recuerdos de todo lo anterior.




FUNCIONES CUASICONCAVAS Y CUASICONVEXAS

Definicion (Funciones cuasiconcavas y cuasiconvexas)

Sea f: D — IR con dominio D C IR” convexo. Decimos que f es:

B cuasiconvexa si para todo par de puntos x,y € D, con x # y y para todo A > 0,
fAx+ (1= A)y) <max{f(x),f(y)}
m cuasiconcava si para todo par de puntos x,y € D, con x # y y para todo A > 0,

f(Ax+ (1= A)y) > min{f(x), f(y)}

m Notar que f es cuasiconcava siy solo si —f es cuasiconvexa, y viceversa.

6



FUNCIONES (CUASI)CONCAVAS Y (CUASI)CONVEXAS

m Supuestamente estas son generalizaciones de concavidad/convexidad.

m Para eso, debe ser cierto que:

» Concava = cuasiconcava.
» Convexa = cuasiconvexa.
» Las implicancias para el otro lado no son verdaderas.

m Esto es cierto y lo resumimos en el siguiente resultado.



FUNCIONES (CUASI)CONCAVAS Y (CUASI)CONVEXAS

Proposicion (Funciones concavas, convexas, cuasiconcavas y cuasiconvexas)

Sea f: D — IR con dominio D C R" convexo. Entonces:

1. f concava = f cuasiconcava.

2. f convexa = f cuasiconvexa.

Y las implicancias inversas no son ciertas.




FUNCIONES (CUASI)CONCAVAS Y (CUASI)CONVEXAS

Ejercicio Demuestre la proposicion (use el ejemplo anterior de ayuda)




FUNCIONES CONCAVAS Y CONVEXAS

Ejercicio (Funciones concavas y convexas)

Muestre que las funciones lineales, f(x) =Y.' ; ¢;x;, donde (cy,...,c,) € R", son cuasicon-
cavas y cuasiconvexas. Muestre, solo para el caso univariado, que NO son las Unicas que
cumplen esta propiedad.




FUNCIONES CUASICONCAVAS Y CUASICONVEXAS

Teorema (Funciones cuasiconcavas)

Sea f: D — R con dominio D C IR” convexo. Entonces las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. f es cuasiconcava.

2. Paratodo x,y € Dytodo A € [0,1], si f(x) > f(y), entonces

fAx+(1=A)y) = f(y)

3. El conjunto P. = {x € D| f(x) > c} (el conjunto sobrenivel) es convexo para todo c.



FUNCIONES CUASICONCAVAS Y CUASICONVEXAS

Teorema (Funciones cuasiconvexas)

Sea f: D — R con dominio D C IR” convexo. Entonces las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. f es cuasiconvexa.

2. Paratodo x,y € Dytodo A € [0,1], si f(x) > f(y), entonces
fAx+(1=A)y) < f(x)

3. Elconjunto P° = {x € D| f(x) < ¢} (el conjunto bajonivel) es convexo para todo c.




FUNCIONES CUASICONCAVAS Y CUASICONVEXAS

m Las equivalencias entre 1y 2 es “simple”.
m Lo interesante son las equivalencias entre 1y 3.

m Porque conectan la forma de la funcion con la de (una porcion) del dominio.




FUNCIONES CUASICONCAVAS Y CUASICONVEXAS

Ejercicio (Funciones cuasiconcavas y cuasiconvexas)

Compruebe que para la funcion que vimos en el ejemplo del comienzo se cumple 3.




EL HESSIANO ORLADO

m Estas funciones también se pueden identificar usando la matriz Hessiana.
m Pero se requieren algunas modificaciones.

m Vamos a ver una definicion y un teorema.



EL HESSIANO ORLADO

Definicion (Hessiano orlado o ampliado)

Sea f : D — R dos veces diferenciable, con dominio D C R” convexo y abierto. El Hessiano
orlado (o ampliado) de f es la matriz Hessiana ampliada que se muestra a continuacion

0 fxl fxz
fx1 fx1x1 fx1x2
H = fxz fxzx1 fxzxz
fxn fxnxl fxnx2
0, escrito en forma de “bloque”,
e 0 : Vf
Vf H

fxn
fxlxn
fx2xn

fxnxn

)




EL HESSIANO ORLADO

Teorema (Cuasiconcavidad y Hessiano orlado)

Sea f: D — R dos veces diferenciable, con dominio D C IR” convexo y abierto. Entonces

m Si f es cuasiconcava, entonces para H, los Dy de orden par son no positivos (< 0) y los
de orden impar (mayores que 1) son no negativos (> 0).

m Si para H, los D; de orden par son negativos y los de orden impar (mayores que 1) son
positivos, entonces entonces f es cuasiconcava.

m Observar que esto no es un siy solo si.

m Observar ademas que el D, de orden 1 no se revisa (jy es 0 por definicion!).

Ty &2




EL HESSIANO ORLADO

m Un resultado similar vale para las cuasiconvexas.

Teorema (Cuasiconvexidad y Hessiano orlado)
Sea f: D — R dos veces diferenciable, con dominio D C IR” convexo y abierto. Entonces
m Si f es cuasiconvexa, entonces para H, los Dy (con k > 1) son no positivos (< 0).

m Si para H, los Dy (con k > 1) son negativos, entonces entonces f es cuasiconvexa.



EL HESSIANO ORLADO

Ejercicio (Cuasiconcavidad y hessiano orlado)

Muestre que la funcion u(x,y) = In(x) + In(y) es cuasiconcava.




FUNCIONES (CUASI)CONCAVAS, CONVEXAS
Y TRANSFORMACIONES




ALGUNAS PROPIEDADES INTERESANTES

m Para cerrar, veremos algunos resultados interesantes.

m Que nos permitiran clasificar ciertas funciones.

» Como (cuasi)concavas y convexas.

m Cuando estas sean transformaciones de otras funciones que si conozcamos.



ALGUNAS PROPIEDADES INTERESANTES

Teorema (Concavidad, convexidad y transformaciones)

m La suma de funciones concavas (convexas) es concava (COI’IVGX&).

m Si f es concava (convexa) y F es concava (convexa) y creciente, entonces F(f(x)) es
concava (convexa).

m Si f es concava (convexa) y F es convexa (concava) y decreciente, entonces F(f(x)) es
convexa (concava).



ALGUNAS PROPIEDADES INTERESANTES

Teorema (Cuasiconcavidad, cuasiconvexidad y transformaciones)

m Una suma de funciones cuasiconcavas (cuasiconvexas) no es necesariamente
cuasiconcava (cuasiconvexa).

m Si f es cuasiconcava (cuasiconvexa) y F es estrictamente creciente, entonces F(f(x))
es cuasiconcava (cuasiconvexa).

m Si f es cuasiconcava (cuasiconvexa) y F es estrictamente decreciente, entonces
F(f(x)) es cuasiconvexa (cuasiconcava).

m Para la primera, consideren f(x) = —xy g(x) = x°.
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